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4 Derivationen, Differentiale, Lie-Algebren 57

Wir beschiftigen uns zunéachst mit den Tangentialraumen an algebraische Varietiten
und damit zusammenhangenden Gegenstanden. Im zweiten Teil des Kapitels werden
die Lie-Algebren von linearen algebraischen Gruppen eingefuhrt und deren grundlegen-
de Eigenschaften bewiesen.

4.1 Derivationen und Tangentialraume 57
Wir erinnern zunéachst an den Begriff der Derivation.

4.1.1 Derivationen 57
4.1.1 A Definition 57

Seien R ein kommutativer Ring, A eine R-Algebra und M ein (linker) A-Modul. Eine
R-Derivation von A mit Werten in M ist eine R-lineare Abbildung

D:A—M
mit

D(asb) = asDb + beDa

fur a, b € A. Wir bezeichnen mit

DerR(A,M)
die Menge der R-Derivationen von A mit Werten in R. Im Fall M = A schreiben wir

auch
DerR(A) = DerR(A,A).

Die Elemente dieser Mengen heilen R-Derivationen der R-Algebra A.
Bemerkungen
(i) Esgilt

D(r-lA) =0 fur jedesr ER.
(i1) DerR(A,M) ist ein (linker) R-Modul bezuglich der gewohnlichen Addition und
Multiplikation von Abbildungen mit Werten in einem R-Modul, d.h.
(D’ +D”)(a) :=D’(a) + D”(a)
und

(reD)(a) := (r1, )*D(a)

A
furD’,D” & DerR(A,M), a € A und r € R. Genauer, mit diesen Operationen ist

DerR(A,M) ein Teilmodul des R-Moduls HomR(A, M).

(ii1) Fur jeden Homomorphismus ¢: A — B von R-Algebren und jeden B-Modul N
ist



¢O: DerR(B, N) — DerR(A, N), D i De¢,
ein wohldefinierter Homomorphismus von A-Moduln. Dabei sei N mit der
durch ¢ definierten A-Modul-Struktur versehen, d.h. es sei

aen := ¢(a)*n fur a€A und n € N.
(iv)  Mit den Bezeichnungen von (iii) ist die folgende Sequenz von A-Moduln exakt.

0 — Der A(B, N) —1> DerR(B, N) ﬁ DerR(A, N)
Dabei soll i die naturliche Einbettung bezeichnen.
) Seien R ein kommutativer Ring mit 1, A eine R-Algebra, S C A eine
multiplikativ abgeschlossene Menge,
O:A — S'IA, ap %

die natuirliche Abbildung in den Quotientenring und N ein Modul uiber sla.

Wir versehen N mit der durch ¢ definierten A-Modulstruktur. Dann ist die
Abbildung

9y’ DerR(S'lA, N) —s Derg (A, N), D 5 Do,
von Bemerkung (iii) ein [somorphismus von A-Moduln. AuBlerdem gilt
Der, (S™'A,N) =0.
Beweis. Zu (i). Weil D eine Derivation ist, gilt
D(r-lA) = D(r’lelA) = r-lA-D(lA) + IA-D(r-IA)
und weil D eine R-lineare Abbilung ist, muf}
D(r1 A) =reD(1 A) =rel A-D(l A)
gelten. Zusammen ergibt sich
0 = lA-D(r-lA) = D(r-lA).

Zu (i1). Wir haben zu zeigen, daf} die beschriebenen Operationen, die Die Teilmenge
DerR(A,M)

von HomR(A, M) in sich uiberfuhren.
Die Summe zweier R-linearer Abbildungen ist R-linear. Fur

D’, D” € Dery, (AM)

und a,b € A ist
(D’+D”)(asb) = D’(a*b) + D’(a<b)
=asD’b+beD”a+ asD”b +beD”a
=a*(D’b+ D”b) + bs(D’a+ D”a)
=a+*(D’+D”)b + be(D’+D”)a,
d.h. D’+D” € DerR(A,M).
Fur jedes r € R ist das r-fache einer R-linearen Abbildung eine R-lineare Abbildung.
Weiter gilt fur r€R, D € DerR(A,M) unda, b€ A
(reD)(asb)  =(rel A)-D(a-b)
=(r-1 A)- asDb + (r1 A)- beD(a)
= a-(r-lA)-Db + b-(r-lA)- D(a)
= as(r:D)(b) + be(r*D)(a),



d.h.reDE DerR(A,M).
Zu (iii). Weil D € DerR(B, N) eine R-lineare Abbildung ist und ¢ ein R-Algebra-
Homomorphismus (also ebenfalls eine R-lineare Abildung), ist auch D¢ eine R-lineare
Abiblung. Fur a,b € A gilt
(Deg)(asb) =D(d(a)p(b)) (¢ ist ein Ring-Homomorphismus)
= ¢(a)*D(¢(b)) + ¢(b)*D(¢(a)) (D ist eine Derivation)
= a*(De¢)b + be(Dod)a (nach Definition der A-Multiplikation von N)
Wir haben gezeigt, De¢ € DerR(A, N), d.h. (I)O ist eine wohldefinierte Abbildung.
Fur D’,D” € DerR(B, N)und a € A gilt
¢(D’+D7) (@)= (D’+D”)(¢(2))
=D’(¢()) + D"(¢(a))
= ¢(D")(@) + ¢(D”)(@),
also
§(D’+D") = (D) + §(D").
Weiter gilt fur D € DerR(B, N)unda,bEA
P(a-D)(b) = (a-D)(¢(b)

=a+(D(¢(b)))
=a* (¢,(D)(b)
= (a* ¢,(D))(b)
also
§y(a+D) = a- ¢, (D).
Wir haben gezeigt ¢0 ist A-linear, d.h. ein Homomorphismus von A-Moduln.

Zu (iv). Weil jede A-lineare Abbildung B — N erst recht R-linear ist, ist Der A(B, N)
eine Teilmenge von DerR(B, N), d.h. die Abbildung i ist wohldefiniert (und als

identische Abbildung mit Werten im A-Modul N auch A-linear. Wir haben noch zu
zeigen, die Sequenz ist exakt.
Exaktheit an der Stelle Der A(B, N).

Als identische Abbildung ist i injektiv.
Exaktheit an der Stelle DerR(B, N).

Fur D € Der A(B, N) ist (D) eine A-lineare R-Derivation. Damit gilt fur a € A,

q)o(i(D))(a) =1(D)(¢(a)) (nach Definition von (|)O)
=i(D)(¢(a1,))
=a-i(D)(¢(1 A)) >i(D) ist A-linear)

= a-i(D)(lB) (¢ 1st ein Homomorphismus von Ringen mit 1)



= a-D(lR-IB)
=a0 (nach Bemerkung (i))
Wir haben gezeig?,'
Im(i) C Ker(¢0).
Wir haben noch die umkehrte Inklusion zu beweisen. Sei
De Ker(q)o),

d.h.esgiltD € DerR(B, N) und D(¢(a)) =0 fur jedesa & A. Fira& Aund b € B ist

dann

D(a<b) =D(¢(a)*b)  (nach Definition der A-Modul-Struktur von N)
= ¢(a)D(b) + b-D(¢(a))
=¢(a):D(b)  (wegen D(¢(a)) =0)
=a-D(b) (nach Definition der A-Modul-Struktur von N).

Wir haben gezeigt, die R-Derivation D: B — N ist A-linear, also eine A-Derivation.
Sie liegt also im Bild von i,

D € Im(i).
Zu (v). 1. Schritt. Der A(S'IA, N) = 0.

Sei D € Der A(S'lA, N). Fir jedes Element von f € S™!A gibt es Elemente a € A und
s€ S mit fed(s) = P(a). Es gilt

0 =D(¢(a)) (D ist eine A-Derivation)
= feD(d(s)) + ¢(s)*D(f) (D ist eine Derivation)
= f0 + ¢(s)*D(f) (D ist eine A-Derivation)
= ¢(s)*D(®).

Weil ¢(s) eine Einheit von S'lA ist und N ein S'IA—Modul, konnen wir mit dem

Inversen von ¢(s) multiplizieren und erhalten
0 = D().

Wir haben gezeigt, Der A(S'lA, N) =0.

2. Schritt. q)o ist injektiv.

Auf Grund der zu ¢: A — s1a gehorigen exakten Sequenz

0 —s Der, (ST1A, N) I Dery,(ST1A, N) %, Dery, (A, N).
von Bemerkung (iv) ist die Injektivitat von ¢O eine Konsequenz des ersten Schritts.
3. Schritt. ¢0 ist surjektiv.
SeiD & DerR(A, N). Wir haben zu zeigen, da} es ein
De DerR(S'lA, N)
gibt mit
D = Dog.



Jedes Element von S'lA hat die Gestalt %mit a € Aund s € S. Wir setzen

5(%) = Lz «(s+D(a) - a*D(s))
S

Die Definition von D ist korrekt: Sind 2> € A und s° € S Elemente mit

a’
3

v

so gibtes ein t € S mit
te(ass’ - a’ss) =0, (1)
also
0  =D(te(ass’ - a’ss))
= D(teass’) -D(tea’ss) (D ist R-linear)
=aes’*D(t) + tes’eD(a) + teasD(s’)
-a’es*D(t) - teseD(a’) - tea’<D(s)
=ass’*D(t) + tes’D(a) + tea*D(s’)
- a’+seD(t) - teseD(a’) - tea’«D(s)
Wir multiplizieren mit ses’ und erhalten
2.D(t) + teses'2eD(a) + teas s+5’+D(s")
- a’-sz-s’-D(t) - t-szos’-D(a’) - ses’tea’*D(s)
= a-s-s’z-D(t) + teae ses’¢D(s”)
- a’-szos’-D(t) - ses’tea’*D(s)

0 =aeses’

+ t-s’z-(s-D(a) - a*D(s))
- tes2e(s’*D(a’) - 2’+D(s"))

+ a-t-s’2-D(s) - a”t-szoD(s’)
=ses’¢(a*s’- a’+s)*D(t) + tes’+(ass’- a’+s)*D(s’)
- 8’ete (sea’- aes’)*D(s)
+ tos"2e(s+D(a) - a=D(s))
- tesZe(s"+D(a’) - 2’+D(s"))
Wegen (1) ist der zweite und der dritte Summand gleich Null. Ebenfalls wegen (1) wird

der erste Summand gleich Null, wir mit t multiplizieren. Es folgt

0 =t2es'2e(s2D(a) - asD(s)) - t2e52+(s"+D(a’) - a’*D(s"))

= (2e(s720(seD(a) - a°D(s)) - s2+(s’*D(a’) - a’*D(s")))

also
L2 *(seD(a) - a*D(s)) = 12 o(s’sD(a’) - a’«D(s”)).
S s’

Die Definition von D ist tatsachlich korrekt.

D ist eine R-Derivation von S™' A mit Werten in N: D ist eine R-linearre Abbildung,
weil D eine R-lineare Abbildung ist. Wir haben noch zu zeigen, daf die Produkt-Regel

fur D gilt. Fira, b€ A und s,t € S gilt

~ab ~ ab
PGo  =PGp

«(steD(ab) - absD(st)) (nach Defintion von ﬁ)

(st)?



1
(st)?
1
(st)?

1 ~b 1 ~ a
= — ease D(?) + ?-bb D(g)

+(asteDb+bsteDa-abseDt-abt+Ds) (D ist eine Derivation)

*(ase(tsDb-bsDt)+bte(ssDa-a<Ds))

Wir haben gezeigt, daf3 De DerR (S'lA, N) gilt.
Es gilt ¢,(D) = D.

Nach Definition gilt fur a € A:

oD@  =Dw@)

as

= ﬁ(?) (nach Definition von ¢)
= 1—2 +(seD(as)-as-D(s)) (nach Defintion von ﬁ)
S
= 1—2-(32-D(a) + aseD(s) - as*D(s) (D ist ein Derivatin)
S
_1.2
=-5°s *D(a)
S
2
S
=25 +D(a)
§2
s2 -1
=D(a) (—2 ist das Einelement von S A)
S

Da dies fur alle a € A gilt, folgt ¢O(ﬁ) =D.
QED.

4.1.1 B Beispiel 1

Fur jeden kommutativen Ring R mit 1 jeden Polynomring
A =R[T] = R[Tl""’Tn]

ist die partielle Ableitung nach Ti’

o N N
a—Ti(jgofj-Ti) = jg Oj.fj.Ti fur fJEk[Tl,...,Ti_l,TiH,...,Tn],
eine R-Derivation von A,
0
a—TiEDerR(A).

Beweis. Nach Definition ist aiTeine R-lineare Abbildung. Die Abbildung ist sogar
i

linear uiber
k[T T ] (D

e L. ST L,
1 1-1° 7 i+1 n
Wir haben zu zeigen,



ad ad 0
a—Ti(f-g) =f a—Ti(g) +ge a—Ti(f)-
Beide Seiten von (2) sind in f linear uiber (1). Wir konnen also annehmen
f=T%
i
Analog sind beide Seiten von (2) linear in g iber (1). Wir konnen also annehmen
f=TP.
i
Es gilt
0 0
e = a—Ti<T.0‘+f’>

i
= (a+p)- T
= o T Lo 7B 4 g TP-1. @
i i i i
= (%) 4 T (7
i aTi i i aTi i
—fe d .9 ¢
= a_Ti(g) +g a_Ti( ).
Wir haben gezeigt, aiTist eine R-Derivation von A.
i
QED.

4.1.1 C Beispiel 2
Seien R ein kommutativer Ring mit 1,
A =R[T] = R[Tl""’Tn]
ein Polynomring in n Unbestimmten,
p:A—R
ein R-Algebra-Homomorphismus,

M
ein R-Modul und

m,,.,m € M.
1 n
Wir versehen M mit Hilfe von p mit einer A-Modul-Struktur,

asm := p(a)>m fura € A und m € M.
Dann ist durch

n
D)= 3 p(

i=1
eine R-Derivation von A mit Werten in M definiert,

De DerR(A, M).
Umgekehrt hat jede R-Deriviation von A mit Werten in M diese Gestalt.

ot
aTi) m,

Beweis. 1. Schritt. Durch (1) ist eine R-Derivation von A mit Werten in M definiert.

Weil p ein R-Algebra-Homomorphismus, also insbesondere R-linear ist, ist
D:A—M
eine R-lineare Abbildung. Fur f, g € A gilt

2)

&)



)

D(feg) = 2 ( m, (nach Definition von D)
i=1 1

n
2 aTg+ g°§Tg))-rni (aiT ist eine R-Derivation)
: 1 1

:p(f)°2p(aT)'m +p(g) Ep(aT 'm

i=1 i=1
=p(f)D(g) + p(g)-D(®),

d.h. D ist eine Derivation.
2. Schritt. Jede R-Derivation von A mit Werten in M hat die Gestalt (1).

Sei D eine R-Derivation von A mit Werten in M. Wir setzen
mi = D(Ti)

und

D) = m%Tm
i=1

Dann gilt fur (=0,1,2, ..

ﬁ(Tf) = D(Tf). 2)
Fiir € = 0 steht auf beiden Seiten 0 (weil D eine R-Derivation ist) und fur = 1 steht auf
beiden Seiten m.. Der allgemeine Fall folgt induktiv:

ﬁ(Tf) = f)‘(T.-Tf‘1

= p(T,)- D(TZ by p(TZ L5 Bt (® ist eine Derivation)
= p(T )e D(TZ 1) + p(TZ 1) D(Ti) (Induktionsvoraussetzung)
= D(Tig) (D ist ein Derivation)

Damit gilt (2). Sei jetzt
¢ 14
f= Tll-...- T n

n
Dann gilt
o~/ n Z ~Y Z. Z =~ . . . .
Df =Y p(T 11) ¢ D(T 1) e..op(T D) (D ist eine R-Derivation)
i=1 1 n
no ¢ ¢ ¢
= 3 (T Do D(T i) o..co p(T M) (nach (2))
i=1 1 1 n
=Df (D ist eine R-Derivation).

Weil D und D beides R-Derivationen sind,folgt

Df = Df fur jedes f € A.
QED.



4.1.2 Tangentialraume, eine heuristische Einfuithrung 57

4.1.2 A Tangenten und Tangentialvektoren
Wir verwenden die Bezeichnungen des ersten Kapitels. Sei

X C A

eine abgeschlossene Teilvarietat des A”. Wir identifizieren die k-Algebra der regularen
Funktionen auf X mit

KIX] = KTV =K[T ..., T_VL

1

wobei I das Ideal der polynomialen Funktionen auf A™ bezeichne, die auf X identisch
Null sind. Wir wiéhlen ein Erzeugendensystem des Ideals I, sagen wir

I= (fl’""fs)'
Seien x € X ein Punkt und
LC AR
eine Gerade durch x. Die Punkte der Geraden L haben die Gestalt
X + tev

mit t € k, wobei
— n -
V= (Vl""’Vn) e A" - {0}

ein von Null verschiedener Richtungsvektor der Geraden sei. Die Werte von t, fur
welche x im Durchschnitt

XL
liegt, findet man durch Losung des Gleichungssystems
fi(x+tov)=0f1'1ri= I, ..,s. (1)

Wegen x € X ist t = 0 ein Losung. Bezeichne Di die partielle Ableitung in k[T] nach Ti'
Dann gilt nach der Ketten-Regel
n
f(x+tov)=te 3 (DL )(xHV)ov, + t2e(.).
1 i=1 J1 J
Damit ist t = 0 genau dann eine “mehrfache Nullstelle” des Gleichungssystems (1),
wenn

2

J_l(Djfi)(x+t-V)-Vj =0 )

gilt furi=1,..., s.

Ist dies der Fall, so sagen wir, L ist eine Tangente und v ist ein Tangentialvektor an X.

4.1.2 B Richtungsableitungen
Bezeichne Di nach wie vor die partielle Ableitung nach Ti im Polynomring

KIT] = K[T 0o T ]

und
n
D’ :=D’:= Y v.-D.
v i=1 ] ]

die Ableitung in Richtung des Vektors v = (Vl,...,Vn) e A" = k™. Als Linear-

kombination der k-Derivationen Dj ist D’ eine k-Derivation von k[T].



10

D’ € Der, (k[T)).

Bedingung (2) von 4.1.2 B bekommt mit Hilfe von D’ die Gestalt
(D’fi)(x) =0furi=1,..s.

Bezeichne

M
X

das maximale Ideal von k[T] der polynomialen Funktionen, die in x gleich Null sind
(vgl. 1.3.2 und 1.3.3). Dann bekommt die Forderung, da v ein Tangentialvektor sein
soll, die Gestalt

D’(I) € Mx’
S
denn fur f= Y r.f. mitr, € k[T] ist
i i
=1
S S
D’f(x) = E ri(x)D fi(x) + E fi(x)D ri(x)
i=1 =1
S
=3 ri(X)D’fi(X) (wegen x € X, also fi(x) =0)
i=1
d.h.
Dfx)=0furallefel o (D’H)(x) =0 furi=1,...,s.
Die k-lineare Abbildung

k[Tl =k, f » (D\‘,f)(X),

faktorisiert sich, falls v ein Tantentialvektor ist, tiber k[ T]/I und induzier so eine k-
lineare Abbildung

DV: k[X] — k, (f mod I) » (D’f)(x).
Wenn wir k = kX als k[X]-Modul mit der Multiplikation

fec :=f(x)ec fur fEk[X]und c Ek (1)
versehen, wird DV zu einer k-Derivation von k[X] mit Werten in kX,

DV € Derk(k[X], kX)
(weil D’ eine k-Derivation ist). Wir haben damit eine Abbildung
{Tangentialsvektoren an X im Punkt xEX} — Derk(k[X], kX) 2)

n
V= (Vl""’vn) b fmodl » (D\‘]f(x) =§1 Vj -Djfi)(x))

konstruiert. Diese Abbildung ist bijektiv. Wir konnen also den Tangentialraum an die
algebraische Varietat X im Punkt x € X mit dem k-Vektorraum Derk(k[X], kX)

identifzieren.
Beweis. Injektivitat von der Abbildung (2).

Ist Ti € k[X] die Einschrankung von Ti auf X, so gilt wegen DjTi = Bij fur die zu v

gehorige Derivation
(DVTi)(X) =V,
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Fur unterschiedliche v = (Vl,...,Vn) miussen die zugehorigen D\‘] verschieden sein. Die

Abbildung (2) ist injektiv.
Surjektivitit der Abbildung (2).
Sei eine Derivation vorgegeben, sagen wir

De Derk(k[X], kX).
Wir haben zu zeigen, es gibt einen Tangentialvektor v an X im Punkt x mit
D(f) = D\‘,f(x) fur jedes f € k[X].

Sei D die Zusammensetzung
~ o D
D: k[T] — k[X] — kX

von D mit der naturlichen Abbildung o auf den Faktorring. Dann so ist mit D auch D
eine k-Derivation. Auf Grund des Beispiels von 4.1.1 C mitR=k, M = kx und p der

k-Algebra-Homomorphismus k[T] — k, f i (X) hat D die Gestalt

n
Bt = > 7T S0
) =1
mit
= B(Tj> =D(o(T) €k,
d.h. es ist
D = E D(G(T ))* (D Hx) =D Hx)
i=1
mit v = (Vl, s Vn) und !
ng iRy

Als k-Linearkombination der Di ist D\‘, eine k-Derivation

D\‘/ e Derk(k[T]).

Nach Definition von D liegt I = Ker(o) im Kern von D. Insbesondere liegen die
Erzeuger f E fs des Ideals I von X in k[T] im Kern, von D\‘]

0=D(f )=D:f )0 fir v = 1..s.

Es folgt D\‘/fV S Mx fur jedes v, also D\‘/ I C Mx’ d.h. v ist ein Tangentialvektor an X

im Punkt x (vgl. Formel (2) von 4.1.2 A). Wir haben gezeigt, die Abbildung (2) ist
surjektiv.

Bemerkung

Die obige Beschreibung der Tangentialvektoren legt die folgende formale Definition der
Tangentialriume an eine algebraische Varietét nahe.

4.1.3 Die Tangentialraume einer affinen Varietat 58

Seien X eine affine Varietat und x € X. Der Tangentialraum an X im Punkt x ist

definiert als der k-Vektorraum
TX X = Derk(k[X], kx)'
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Dabei ist kx definiert als der k-Vektorraum k mit der durch

fec :=f(x)ec furf €Ek[X] und c €k
definierten k[X]-Modul-Struktur (vgl. 4.1.2 B (1)).

Sei

¢ X—Y
eine regulare Abbildung von affinen Varietiten. Der induzierte k-Algebra-
Homomorphismus

¢*: k[Y] — k[X], f > fog,
definiert nach Bemerkung 4.1.1 A (iii) die k-lineare Abbildung

o— k . —_ -
dq)X.— () )O'TXX = Derk(k[X], k o (x)) — Derk(k[Y], kx) =T b (X)Y
D 1 Deg¢*.
Diese Abbildung heifit Differential von ¢ im Punkt x € X.

Bemerkungen
(i) Die k[X]-Modul-Struktur von kX mit der Multiplikation

KIXTxk —k ., (£ c) b f(x)ec,
wird durch den k-Algebra-Homomorphismus ¢* zur k[ Y]-Modul-Struktur

KIYTxk —s Kk (F,©) b f@(x)wc,

welche mit der Einschrankung der k[Y]-Modul-Struktur von k (%) auf das Bild

von ¢* Uibereinstimmit.

(i) Fur je zwei regulare Abbildungen X i) Yund Y i) Z und jeden Punkt x € X
gilt
dpog), =dipy  edd .
denn fur D € TXX , also d(i)X(D) eT
(Ao oy, D) =do (dpy (D))
= dg, (Do)
- Dow* oq)*
= De(yog)*
= d(ye) (D).

(iii) Das Differential der identischen Abbildung id: X — X in x € X ist die identische
Abbildung

o (X)Y gilt

didX =id: Tx X — TX X.
(iv) Nachfolgend geben wir zwei alternative Beschreibungen des Tengentialraums
einer affinen algebraischen Varietat.

4.1.4 Lemma: Der Raum TxX als Dual von MX/Mi 58

Seien X eine affine algebraische Varietit, x € X ein Punkt und D € TXX. Fur
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f, g €M_(SKIXD)

gilt dann
D(f+g) = f(x)*Dg + g(x)*Df = 0-Dg + 0-Df =0,
also ist

2
DM,) =0,
und D induziert eine k-lineare Abbildung
2
NMD): MX/MX — k.
Die Abbildung
2 2

A TXX = Derk(k[X], kX) — Homk(MX/MX, k), D » (f mod My = D(f))

ist ein k-linearer Isomorphismus mit der Umkehrung
2 2
w: Homk(MXfMX, k) — TXX = Derk(k[X], kX), ¢ » (f » ¢(f-f(x) mod Mx)

Beweis. 1. Schritt. A ist k-linear.
Fur D, D” € TXX und f € MX gilt

NMD’+D”)(f mod Mi) =(D’+D”)(f)

=D’(f) + D”(H)

=MD’)(f mod Mi) + MD”)(f mod Mi),
d.h.

MD’+D”) = MD’) + MD”).
Fur D € TXX, cEkundfe Mx gilt
AceD)(f mod M)2() = (c*D)()

= c(D(D)

= cMD)(f mod M)Z(),
d.h.

MceD) = ceA(D).

2. Schritt. Konstruktion der zu A inversen Abbildung.

Sei ¢ MX / M)Z( — k eine k-lineare Abbildung. Fur f € k[X] setzen wir
w()f := ¢(f - f(x) mod Mi).

Die Definition ist korrect, weil f - f(x) den Wert O hat im Punkt x, d.h. f- f(x) € Mx'

Wir erhalten so eine Abbildung
w(@): k[X] — k..

Die Abbildung w(é) ist k-linear. Fir f, , £ € k[X] unf ¢ € k gilt
WO+ = €(F+7) - (P+7)(x) mod Mi)
= {((P-F(x)) + (F-F’(x)) mod Mi)
= ¢(f"-f(x) mod Mi) + €(f-f(x) mod Mi) (€ ist linear)
= (@) +u@r)

also
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WOE+) = w@)(E) + w@(f).

Weiter ist
@) =Lcef - (eh(x) mod M2)
= c(f-f(x) mod M) (€ ist linear)
= cou(@)(),

Die Abbildung u(¢) ist eine Derivation:
Fur f, g € k[X] und l: MX/Mz — k linear uiber k gilt

(f-f(x))*(g-g(x))  =fog-fog(x) - f(x)eg + f(x)*g(x)

= -(f-1(x))+g(x) - f(x)*(g-g(x)) + fog - (fo2)(x).
Weil f - f(x) und g - g(x) in Mx liegen, ist das Produkt dieser beiden Differenzen ein

2 ..
Element von MX. Damit ist

fog - (fog)(x) mod M2 = (f-f(x))+g(x) + f(x)+(g-2(x)) mod M- .
Wir wenden € an und erhalten
WOEg) = (EF00)g(x) + F(x)+(g-g(0) mod M2)
= g(x)+¢(f-f(x) mod M)Z() + f(x)*€(g-g(x) mod Mi) (€ ist linear)
= g()-u@)(@) + fx)u@)(g) (nach Definiton von w(¢))
= geu(@)(f) + fou(@)(g) (nach Definition der Multiplikation in kx)'

Wir haben gezeigt, daB u(¢) eine Derivation ist.

Zusammen ergibt sich, die Abbildung
2
w: Homk(MX/MX k) — Derk(k[X], kX), (e wd),
ist wohldefiniert.
Die Abbildung u ist invers zu A.

) 2 .
Furd € Hom, (M /M. k) und fEM_ gilt

Muw@))(f mod M)Z() = (@) (Definition von A)
= {(¢ - f(x) mod M)
={¢(f mod Mi) (wegen f € Mx)

Da dies fur alle f € Mx gilt, folgt

M) = € fur jedes £ € Homk(MX/Mi K,

also
Aou = id.
FurD € TxX = Derk(k[X], kx) und f € k[X] gilt

u(MD))(F) = MD)(f - f(x) mod Mi) (Definiton von w(D))
= D(f-f(x)) (Definiton von D)
= Df - D(f(x))
=Df (D ist eine k-Derivation)
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Da dies fur alle f € k[X] gilt, folgt
uMD)) =D,
also
ek =id.
QED.

4.1.5 Lemma: Tangentialvektoren als Derivationen des lokalen Rings 59
Seien X eine affine algebraische Varietit, x € X ein Punkt, OX die Garbe der reguldren

Funktionen auf X und
a: k[X] = OX(X) — OX,X I fX ,

der k-Algebra-Homomorphismus, welcher jede auf ganz X reguldre Funktion auf deren
Keim im Punkt x abbildet. Dann ist die induzierte k-lineare Abbildung

O’ Derk(OX,x , kx) — Derk(k[X], kX), D b Deaq,
(vgl. Bemerkung 4.1.1 A (ii1)) ein Isomorphismus. Dabei ist die Modul-Struktur von
kx uber (‘)X X bzw. k[X] gegeben durch

9

fec =f(X)scfuirc Ekund f € OX bzw. f € k[X].

9

Beweis. Der lokale Ring O von X im Punk x ist der Quotientenring von k[X] im

Primideal Mx s

X,x

—ql Qo i
OXX—S k[X] mit S :=k[X] Mx

(vgl. 1.4.4). Damit ist die Beflauptung gerade die Aussage von Bemerkung 4.1.1.A (v)

im Spezialfall
R =k, A =k[X], S =k[X] - Mx und N = kx'

QED.

4.1.6 Lemma: TxX beim Ubergang zu affinen offene Hauptmengen 59

Seien X eine affine Varietit, x € X und U C X eine affine offene Teilmenge von X.
Dann ist das Differential der naturlichen Einbettung
UG X
ein k-linearer Isomorphismus
di :T U T.X.

X X X
Beweis. Nach Definition des Halms OX < der Strukturgarbe OX von X im Punkt x in
Bemerkung 1.4.3 (ii) andert sich OX X nicht, wenn man X durch eine beliebige offene

Umgebung von x ersetzt: Insbesondere induziert die naturliche Einbettung i einen
Isomorphismus

OL:OX,X - OU,x

von k-Algebren. Die induzierte Abbildung der Derivationenmoduln
. TXU = Derk(OU,x , kX) — Derk(OX,x , kx) = TXX

0
ist deshalb bijektiv.
QED.
Bemerkung

Wir sind nun soweit, den Tangentialraum einer beliebigen algebraischen Varietit zu
definieren (siehe die Definition in 1.6.9).



16

4.1.7 Die Tangentialraume einer algebraischen Varietat 59
Seien X eine algebraische Varietit und x € X ein Punkt von X. Sind

UC XundVC X
affine offene Umgebungen von x mit V C U, so induziert die natiirliche Einbettung

Vo U

—~

nach 4.1.6 einen naturlichen Isomorphismus TXV i) TxU' Dies erlaubt es uns, den

Tangentialraum TxX von X im Punkt x als den Tangentialraum TxU mit U affine offene

Umgebung von x in X zu betrachten. Genauer (und formaler): fur beliebige affine
offene Umgebungen

UCCXx,uUcCcx,vcx
von X in X mit
VCUudVCU”

bilden die naturlichen Einbettungen ein kommutatives Diagramm,

Uo X

J J

VaoUu”
Die Einschrankungen entlang dieser Einbettungen definieren ein kommutatives
Diagramm

—~

OU’,X — oX,X

OV X : OU” X
von Isomorphismen von k-Algebren (n,ach der Definiton des Halms in Bemerkung
1.4.3 (i1)). Wir wenden den Funktor Derk( ?, kx) an und erhalten ein kommutatives

Diagramm
TxU — Derk(OX,X’kx)
TV > T U
X X

Insbesondere bilden die Isomorphismen der Tangentialrdume in x ein direktes (und
inverses) System. Formal konnen wir deshalb den Tangentialraum von X im Punkt x
definieren als den direkten Limes'

T X:= I T U=Der 0, k).

(
USx k' X,x’ x
Dabei ist die Modul-Struktur von k = kX iber OX definiert durch

2

fec ;= f(X)ec furf € OX,X und ¢ € k.

' Im Original wird der inverse Limes verwendet. Da es sich um ein direktes System, das gleichzeitig ein
inverses System ist und das aus Isomorphismen besteht, handelt, sind dirketer und inverser Limes
kanonisch isomorph.
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Sei ¢: X — Y eine regulare Abbildung von algebraischen Varietaten und x € X ein

Punkt. Diese regulare Abbildung induziert einen k-Algebra-Homomorphismus
q)x: OY,f(x) - OX,X
und damit eine k-lineare Abbildung

do: T, X=Den Oy k) —Den Oy piy - Ky = Ty ¥

das Differential von ¢ im Punkt x.
Ein Punkt x der algebraischen Varietit X heif3t nicht-singulédr oder auch einfach, wenn

dim, T =dim X
k x X

gilt. Dabei bezeichne
dimX X :=max {dim Y | Y ist irreduzible Komponente von X mit x € Y}

die lokale Dimension von X im Punkt x bezeichnet.” Wir sagen in diesem Fall auch, X
ist glatt im Punkt x. Andernfalls heif3t x singulér. Fine algebraische Varietat heif3t glatt,
wenn sie in jedem ihrer Punkte glatt ist.

Bemerkungen

(1)  Wenn wir die Oberflache einer Kugel oder eines Torus ins Auge fassen, so kann
uns das zu der Erwartung fuhren, dal der Tangentialraum einer algebrraischen
Varietat dieselbe Dimensioin haben sollte, wie die Varietat selbst. Aus der Theorie
der reellen oder komplexen Mannigfaltigkeiten wissen wir, dal} eine
Mannigfaltigkeit im jedem ihrer Punkte lokal isomorph ist zum Tangentialraum in
diesem Punkt, letzterer also dieselbe Dimension hat wie die Mannigfaltigkeit (in
diesem Punkt). Die Beispiele (iii) und (iv) von 4.1.9 Aufgabe 1 zeigen, der von
uns eingefuhrte Tangentialraum einer Varietat X kann eine grolere Dimension
haben, als die Varietit selbst.

(1))  Dies ist kein Mangel der hier angegebenen Definition des Tangentialraums. Die
Beispiele weisen nur darauf hin, daB algebraischen Varietaten (fur k = C) im
allgemeinen keine Mannigfaltigkeiten sind: sie konnen singulare Punkte besitzen.
Man kann jedoch zeigen, die meisten Punkte einer algebraischen Varietat X sind
nicht-singuldr. Genauer, die Menge S der singularen Punkte von X ist eine
abgesschlossene Teilmenge von X, von echt kleinerer Dimension

dim S < dim X.
Die Punkte von S sind also ganz besondere Punkte von X. Man nennt sie deshalb
“singular”.
(iii) Allgemein gilt
dimX X =dim TX X

fur jede allgebraische Varietit X und jeden Punkt x € X.
(iv) Um das Phanomen besser zu verstehen, ist es sinnvol, den Tangentialkegel
C X)
X

einer algebraischen Varietat X im Punkt x einzufuhren. Dieser wird definiert als
Vereinigung von Geraden durch x, welche aus den Sekanten von X durch x und

einem weiteren Punkt x” € X entstehen, indem man eine Art Grenzuibergang

2 Im Original werden nicht-singulire Punkte definiert als Punkte mit
dim, T =dimX.
k x
Das hangt wohl damit zusammen, daf} der Autor vor allem irreduzible Varietiaten im Auge hat, bzw.
Varietiten, deren irreduzible Komponenten paarweise disjunkt sind und dieselbe Dimension haben. Dies
ists fur algebraische Gruppen der Fall.
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durchfuhrt, bei welchem sich der Punkt x” an den vorgegebenen Punkt x
annahert. Von diesem Tangentialkegel kann man zeigen,

CX(X) ist eine affine algebraische Varietiat der Dimension dim CX(X) = dimX X.

Dabei erweist es sich als besser, den Tangentialkegel mit einer Schema-Struktur
zu versehen, bei welcher der Koordinatenring nilpotente Elemente haben darf.
Das erlaubt namlich eine geometrische Beschreibung des von uns eingefiithrten
Tangentialraums
T X.
X
Dieser ist der kleinste k-Vektorraum, welcher den Tangentialraum

C (%)

als abgeschlossenen Teilschema enthilt.
Eine Kurve X, die sich mit sich selbst schneidet,

wobei die beiden Zweige der Kurve im Schnittpunkt p verschiedene Richtungen
haben, hat dort als Tangentialkegel die Vereinigung von zwei Geraden durch den
Punkt p,

Cp(X): y2 = X2

Der kleinste Vektorraum, der diese beiden Geraden enthilt, ist eine Ebene.
Ein Kurve X mit einer Spitze in einem Punkt p,

hat dort als Tangentialkegel eine doppelt zu zihlende Gerade,
C (X y2=0
mit dem Koordinatenring
KIC (X)) = kDxyl(y). (1)

Das affine Schema Cp(X) ist kein abgeschlossenes Teilschema eines 1-dimen-

sionalen Vektorraum V, denn dann wiare der Koordinatenring (1) Faktoralgebra
des Koordinatenrings

k[V] = Polynomring uiber k in einer Unbestimmten
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von V, was er nicht ist, denn jede Faktoralgebra von k[ V] ist Koordinatenring
eines Schemas einer Dimensioin < dim V (weil V irreduzibel ist).

4.1.8 Die Tangentialraume einer F-Varietat 59
Seien F C k ein Teilkorper von k, X eine affine F-Varietiat und

x € X(F)
ein F-rationaler Punkt (vgl. 1.6.14), d.h. ein F-Algebra-Homomorphismus
x: FIX] — F, f p {(x),
(vgl. 1.3.7 B). Die Bezeichnungsweise der Abbildungsvorschrift ist dadurch

gerechtfertigt, dafl wir x mit einem Punkt von X identifizieren konnen, fur welchen die
Abbildung x gerade zur Auswertung an der Stelle x wird (vgl. Bemerkung 1.6.7 B (i1))

Durch die Multiplikationsvorschrift
fec :=f(x)ec fur f E F[X]und ¢ €F

wird F zu einem F[X]-Modul, den wir mit

F
X

bezeichnen wollen. Dann heil3t
TXX F) = DerF(F[X], FX)

Raum der F-rationalen Punkte von TXX.

Bemerkungen
@) TXX (F) ist ein F-Vektorraum mit

k®FTxX B = Derk(k®FF[X], k®FFx) = Derk(k[X], kX) = TX X.
(il) Wegen (i) kann man den F-Vektorraum TXX (F) mit dessen Bild in TXX

identifizieren und so als F-Struktur von TXX betrachten.

(iii) Ist ¢: X — Y eine uber F definiert reguldare Abbildung von affinen F-Varietiten
und x € X(F) ein F-rationaler Punkt, so induziert das Differential

d(])x: TXX — T(])(X) Y
eine F-lineare -Abbildung
dq)X(F): TXX F)—T (%) Y (F).

(iv) Der Begriff des F-rationalen Punkts des Tangentialraums 146t sich analog zum
Fall F = k auf den Fall von beliebigen algebraischen Varietiten uibertragen.
Beweis. Zu (i). Beschreibung linken der Isomorphie (von k-Vektorraumen).

Jede F-Derivation D: F[X]—)FX ist insbesondere F-linear, definiert also eine
Abbildung
kxF[X] — k®FFx’ (c, ) » c®D(1),
welche bilinear ist iber F, also eine Abbildung
1®FD :k®FF[X] — k®FFx’ c®f p c®D(T),
induziert, welche k-linear ist. Durch direktes Nachrechnen sieht man, es handelt sich
um eine Derivation: fur f,g € F[X] und c,d € k gilt
(1OLD)(c®)+(d®g)) = (1OLD)(cd)®(fg))
= (cd)®D(fg)
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= (cd)®(f(x)*Dg + g(x)*Df)
= (c®N)(x)*(d®Dg) + (d®g)(x)+(c®Df)
= (c®f)*(1®D)(A®g) + (d®)+(1®D)(c®f)

Wir haben gezeigt, die Abbildung
cp:k®FTXX F) — Derk(k®FF[X], k®FFX), c®D » C-(1®FD),

ist wohldefiniert, injektiv und k-linear. Wir haben noch zu zeigen, sie ist auch surjektiv.
Sei {ooi}i < Cine F-Vektorraum-Basis von k. Fur jedes D € Derk(k®FF[X], k®FFx)
und jedes fEF[X] konnen wir dann schreiben
Daen=3 .®D.(f)

i€l

mit eindeutig bestimmten Di(f) € Fx' Die Abbildungen
D.: F[X] — F
i X
sind F-linear und fur f,g€F[X] gilt
D(1®fy)  =D(1@N-(1®9))
= f(x)» D(1®g) + g(x)- D(1©f)

S 0.®f0D(®) + 3 o.®gx)D.()
i€l i€l

3 0.@(E(X)D.(2) + gD ()
i€l

also Di(f-g) = f(x)-Di(g)+ g(x)-Di(f). Wir haben gezeigt Di e TXX (F). Nach
Konstruktion gilt

¢( T 0.@D)(c®N) = T cow.®D.(f) = c-D(1®f) = D(c®D),
i€l i€l
also @( Y (Di®Di) =D, dh. @ ist auch surjektiv.
i€l
Die Isomorphie rechts (von k-Vektorraumen)
kommt von k-linearen Isomorphismen

ak®FIX] — K[X] und Bk®LF = k.
Es reicht letztere zu beschreiben. Die Abbildung links wird durch die natiiriche
Einbettung
FIX] & k[X]

induziert und ist ein Isomorphismus, weil F[X] eine F-Struktur von k[X] ist.
Die Abbildung links wird durch die Multiplikation in k definiert,

vk® F sk ,c®d 1 cod,
F x X
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und ist trivialerweise ein Isomorphismus von k-Vektorraumen. Wir haben zu zeigen,
die k®FF[X] -Modul-Struktur von k®FX auf der linken Seite entspricht gerade der

k[X]-Modul-Struktur von kx'

Fura,b €k, c € Fund f € F[X] gilt
(c®f)+(a®b) = (cea)®(feb) = (c*a)®(f(x)*b)

also
Y((c®f)+(a®b)) = y((c*a)®(f(x)+b)) (Definiton von F[X]-Modul-Struktur von FX

= cea*f(x)*b (Definition von y)
= c+f(X)*asb

= c+f(x)*y(a®b) (Definition von y)
= (ceH)(x)*y(a®Db)

= a(c®N(x)*y(a®b)

= ac®f)*y(a®b) (Definition der k[ X]-Modul-Struktur von kX)

Da y und a additiv sind, folgt
Y(uev) = a(u)sy(v) furu e k®FF[X] und v € k®FFx ,
d.h. es gilt die Behauptung.
Zu (ii). Es ist nichts zu beweisen.
Zu (iii). Weil ¢: X — Y eine uiber F definierte reguldare Abbildung von F-Varietaten ist,
besteht ein kommutatives Diagramm

q)*
k[X] <«— Kk[Y]

J J

¢*1
FIX] « X Fry]

Dabei seien die vertikalen Abbildungen die natirlichen Einbettungen und die untere

horizontale Abbildung die Einschrankung von ¢*. Der untere F-Algebra-
Homomorphismus induzierte eine F-lineare Abbildung

d¢_(F):Derp(FIX], F ) — Der(F[Y], F o) D P Ded*l ey

Wie im Fall F = k nutzen wir hier die Tatsache, daf} die durch ¢* auf dem F[X]-Modul
FX definierte F[Y]-Modul-Struktur gerade die F[Y]-Modul-Struktur von F (%) ist.

Fur jede lineare Abbildung f: V— W von F-Vektorraumen haben wir ein
kommutatives Diagramm

k®f
k®FV — k®FW IRV b 1®f(v)
3 f 2 N t
v L ow v B f(v)

Speziell fur f = d(j)X(F) hat dieses die folgende Gestalt.
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k®djy (F)
K@EDerp(FIXLF, ) ———— k@ Der (FIYLE ) 1®D b 1®(D°¢*|F[X])
) N) t N
doy (F) o
Der_(FIX]F ) _—_x Der (FIYLF, ) Db Degtlpy,

Mit Hilfe des linken Isomorphismus von Bemerkung (i) erhalten wir das folgende
kommutative Diagramm.

doy
Der, (k®FIX].k®LF ) ——— Der, (k® F[Y]k®F o )
J J
doy (F)
Derp(FIXLF)  ————  Derg(FIYLF,

Und mit Hilfe des rechten Isomorphismus von Bemerkung (ii) das folgende.

d¢
Der, (k[X1k ) EERRLSEN Der, (k[Y1k

J J
doy(F)
Der(FIX],F, ) ———— Der(FIYLF ¢(x))

Dieses Diagramm konnen wir aber auch in der folgenden Gestalt schreiben.

o)

T X a0 T. Y
x0T )
N) N)

doy (F)

T X(F) = T, YE

$(x)
Seine Kommutativitit ist gerade die Behauptung von Bemerkung (iii).

Zu (iv).
1. Schritt. Die Aussage von 4.1.5 a3t sich auf den Fall von F-Strukturen

verallgemeinern:

Seien X eine affine F-Varietat, x € X(F) ein F-rationaler Punkt, OX(F) die
Teilgarbe der F-Strukturen der Garbe OX der reguldren Funktionen auf X

und

og: FIX] = OX(F)(X) — OX X(F) = FIX]_, f fX ;

die naturliche Abbildung der F—Algébra F[X] in den Quotientenring im
Primideal, welches gerade der Kern der Auswertungsabbildung

ist. Dann ist die induzierte F-lineare Abbildung

%o’ DerF(OX,x(F) , FX) — DerF (F[X1, FX), Dp D°OLF,

(vgl. Bemerkung 4.1.1 A (iii)) ein Isomorphismus. Dabei ist die Modul-
Struktur von FX uber OX X(F) bzw. F[X] gegeben durch

fec =f(x)scfurc EFund f € OX X(F) bzw. f € F[X].
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Nach Definition ist der lokale Ring OX X(F) Quotientenring von F[X] im Primideal

M, (FIX],

_g-l Qo )
Oy =S FIX]mit S :=F[X]-M_

Damit ist die Behauptung ger’ade die Aussage von Bemerkung 4.1.1.A (v) im
Spezialfall
R =F, A =F[X], S = F[X] - Mx und N = Fx'

2. Schritt. Die Aussage von 4.1.6 146t sich auf den Fall von F-Strukturen
verallgemeinern:

Seien X eine affine F-Varietit, x € X(F) ein F-rationaler Punkt und U C X

eine affine F-offene Teilmenge (vgl. 2.3.8) von X. Dann induziert das
Differential der natuirlichen Einbettung

tUo X
einen F-linearen Isomorphismus auf den F-Strukturen der Tangentialraume

di (F):T UE) — T X (F).

Der lokale Ring OX X(F) andert sich nicht, wenn man X durch eine beliebige F-offene

Umgebung von x ersetzt. Insbesondere induziert die naturliche Einbettung 1 einen
Isomorphismus

OLFZOX,X(F) — OU,X(F) .
von F-Algebren. Die induzierte Abbildung der Derivationenmoduln
%e’ TXU F) = DerF(OU,x(F) , Fx) — DerF (OX,X(F) , FX) = TXX F)
ist deshalb bijektiv.

3. Schritt. Seien X eine (nicht notwedig affine) F-Varietat und x € X(F) ein F-rationaler
Punkt von X. Sind

UC XundVC X
affine F-offene Umgebungen von x mit V C U, so induziert die naturliche Einbettung
\AS

—~

nach dem zweiten Schritt einen natuirlichen Isomorphismus TXV(F) i) TXU(F). Dies

erlaubt es uns, die F-Struktur des Tangentialraum TXX von X im Punkt x als den

Tangentialraum TXU(F) mit U affine F-offene Umgebung von x in X zu betrachten.

Genauer (und formaler): fur beliebige affine F-offene Umgebungen
UCCxXxuUcCx,vctx
von X in X mit
VCUudVCU”
bilden die naturlichen Einbettungen ein kommutatives Diagramm,
Uo X
J J
VaoUu”

Die Einschrankungen entlang dieser Einbettungen definieren ein kommutatives
Diagramm
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OU’ ,X(F) <« OX,X(F)

=] 1=

OV X(F) <« OU”',X(F)

von Isomorphismen von F—Algebrer’l (nach der Definiton des Halms in Bemerkung
1.4.3 (ii)). Wir wenden den Funktor Derk( ?, kX) an und erhalten ein kommutatives

Diagramm

TXU F — DerF((f)X X (F),FX)

b

=1 1=

—~

T V(F) N T U” (F)
Insbesondere bilden diese Isomorphismen der F-Strukturen der Tangentialraume in x
ein direktes (und inverses) System. Formal konnen wir deshalb die F-Struktur des
Tangentialraum von X im Punkt x definieren als den direkten Limes’
. lim _
TX X (F) := U_3>x TXU(F) = DerF(OX,X(F) , Fx)'
Dabei ist die Modul-Struktur von F = FX uber OX X(F) definiert durch

fec :=f(X)ec fur f € OX,X(F) und c € F.

Man beachte, die Elemente von O X(F) sind lokal in einer F-offenen Umgebung von x

X,
von der Gestalt %mit a,b € F[U] und bl 0 auf U, wobei U eine F-offene Umgebung

von X bezeichnet.

QED.
4.1.9 Aufgaben 60
4.1.9 Aufgabe 1: Beispiele fiir Tangentialriume 60

Beschreiben sie den Tangentialraum mit Hilfe von 4.1.4 in den folgenden Spezielféllen.
@) X ist ein Punkt.

()  X:= AN
(i) X :={(ab) € A%lab=0} und x := (0,0).
iv) X:={(ab)e Az I a2 = b3} und x := (0,0) falls die Charakteristik von k

ungleich 2 und ungleich 3 ist.

Beschreibungen. Zu (i). Die einpunktige Varietit.
Fur X = {p} gilt

k[X] =k

TXX = Derk(k,k) =0

Man beachte, fur D € Derk(k,k) und ¢ € k gilt D(c) =c*D(1) =c+0 =0.

3 Im Original wird der inverse Limes verwendet. Da es sich um ein direktes System, das gleichzeitig ein
inverses System ist und das aus Isomorphismen besteht, handelt, sind dirketer und inverser Limes
kanonisch isomorph.



25

Mit Hilfe von 4.1.4 erhalt man dasselbe Ergebnis: Mx ist das einzige maximale Ideal
von k[X] =k, namlich Mx = 0. Es folgt MX/Mi =0, also

TXX = Homk(MX/Mz, k) = Homk(O, k) =0.
Zu (ii). Der affine RAum.
Fir X = A" gilt
k[X] = k[Tl”"’Tn]
und mit x = (Xl""’xn) € X ist
M = (Tl-xl,...,Tn-xn)

X
2 . 2
MX/MX =ke (tl—xl),..., k-(tn—xn) mit ti = Ti mod Mx'

Die ti—xi bilden eine Basis von des k-Vektorraums MX/M)Z(. Das Bild des i-ten Elements

v
(ti—xi) der dualen Basis in

TXX = Derk(k[X], kx)
beim Isomorphismus von 4.1.4 ist die k-Derivation Di
k[X] — kX
mit
Di(T') = Di(Tj - Xj) = 6i.,
d.h. Di ist die partielle Ableitung von Ti an der Stelle x,

0
D=1k
und TXX ist der k-Vektorraum mit der Basis D1 ’""Dn ,
d 0
TXX =ke 3T1 IX + ...+ ke aTn IX

Zu (iii). Zwei sich schneidende Geraden.
Fur X = V(T1T2) und x = (0,0) gilt

KIX] =k[T T,/ (T T,
M =(TT)kiX]

2_ 2
MX/MX_ (TI’TZ)/( TI’T2) +(T1T2)
_ 2

Das Dual von TXX ist dasselbe wie das des Az (vgl. (ii) mit n = 2). Also ist

TX =T A2

X X
Zu (iv). Die semikubische Parabel (ordinary cusp).
Fur X = V(T%—Tg) und x = (0,0) gilt
2.3
k[X] = k[Tl’TZ]// (T1-T5)
Mx = (T1 ,Tz)-k[X]
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2 2 2.3
MX/MX— (TI’TZ)/( TI’TZ) +(T|-Ty)
— 2
Das Dual von TXX ist dasselbe wie das des Az (vgl. (i1) mit n = 2). Also ist
T X =T A?
X X
QED.

4.1.9 Aufgabe 2: Tangentialraum einer Produktvarietiit 60

Seien X und Y algebraische Varietaten und x € X, y € Y zwei Punkte. Dann gilt
T XXY=T X®T Y
(x.y) X y

Wir geben zwei Beweise an. Der erste verwendet wie in Aufgabe 1 die Beschreibung
des Tangentialraum in 4.1.4. Der elegantere zweite Beweis benutzt die funktielle
Abhiangigkeit des Tangentialraum Tx X vom Paar (x, X).

1.Beweis. Es gilt
k[XxY] = k[X]®kk[Y]

Die (surjektiven) natiirlichen Projektionen auf die beiden Faktoren
Py XxY — X und Py’ XY — Y
induzieren injektive k-Algebra-Homomorphismen
p: KIX] & KIXXY], f 15 f®1, und py: K[Y] & KIXXY1, f +5 1®F.
I\EK;irg Htetrachten k[X] und k[Y] als Teilringe von k[X*Y] bezuiglich dieser Einbettungen.

* k
PIM)CM und py(M) CM (1)

(x,y)

denn fur jede regulare Funktion f auf X, mit der Nullstelle x, ist f°p1 eine regulare

Funktion auf XxY mit der Nullstelle (x,y) und analog ist fur jede regulare Funktion g
auf Y mit der Nullstelle y die Verpflanzung £2°p, eine regulare Funktion auf XXY mit

der Nullstelle (x,y). Weil M ein Ideal von k[XxY] ist, erhalten wir

(x,y)

(M _®1)+k[XxY] + (1®My)-k[XXY] CM )

also

M ®K[Y] + k[X]®My CM 2)

(x,y)’
Nun ist aber das Ideal links ein maximales Ideal von k[XxY], denn
k[XXY]/(MX®k[Y] + k[X]®My) =* (k[X]fMX)®(k[Y]/My)

= k®kk

=k
ist ein Korper. Deshalb gilt in (2) das Gleichheitszeichen.

Wir erhalten

* Das Tensorprodukt ist rechtsexakt.
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2
M(X,y)/M(X,Y)

2
=M ®K[Y]+ k[X]®My /(Mx®k[Y] + MX®My +K[IXIOM,)

M ®k[Y] +k[X ]®My /(Mx®k[Y] + k[X]@My)2

C KIXI@K[YJ(MEOK[Y] + M, &M, + KIXIOM))

= (K[XI®K[Y]/ Mi@K[Y]) / (M. OK[Y] +M, M+ KIXI®MS) / My®K[Y])

= (k[X]/Mi)@k[Y])/((MX/Mi)(@My + (KIXIMP@M,)

= (XM@Y / (KIXIMQ®M2) / ((MX/M§)®My+(k[X]/Mi)@M?)/(k[X]/Mf)@Mﬁ

~ 2 2 2
=6 (k[X]/MX)®(k[Y]/My%/((MX/MX)®(My/My)
Es folgt

2

M /M(X

) = (M /MDOKYIM) + (k[X]/Mi)@(MyM?) 3)

y) T
2 2 2
C (k[X]/MX)®(k[Y]/1\/Iy%/((MXfl\/IX)®(My/My) 4)

Dabei ist die Summe auf der rechten Seite von (3) direkt, denn der Durchschnitt der
beilden Sumanden ist (nach A.1.16)

2 2 5 )
M, M)BKIY My 2N KIXIM DOM /M) = (M, MOBM, /M)
Nach (3) ist dieser Vektorraum glelch 0. Damit gllt
2 2 5 5
My Mixy) = MM DRKIYIM) @ (KIXIM@M, /My)

Dabei sind die beiden Tensorprodukte rechts als Teilmoduln von (4) anzusehen. Weil in
(4) das Tensorprodukt

2 2
(MX/MX)®(My/My)
gleich O gilt, konnen wir danach faktorisieren, ohne die Moduln zu verindern. Es gilt

2 2 2 2
M _/MO®K[YIM) = (MX/MX)®(k[Y]/My) =M M)®, k

und
2 2 2 2
(k[X]/MX)®(My/My) = (k[X]/MX)®(My/My) = k®k (My/My)
also
2
M (x,y)[M(X y) = (M /M )® k® k®k (M /M ) 5)

wobei die beiden Tensorprodukte nach wie vor wie Teilmoduln von (4) zu behandeln
sind. Aus den natuirlichen Einbettungen

ks k[X]/Mi und k & k[Y]/M}z,

erhalten wir durch Anwenden der Funktoren (MX/ M§)®k bzw. ®k (My/M}z,) injektive

Abbildungen, welche die k-Vektorraume M /M2 und My/M}z, mit den Teilmoduln von

(4) auf der rechten Seite von (5) 1dent1flzleren Damit bekommt die Isomorphie (5) die
Gestalt

2
M M

(x,y)

,y) = /M @ My/M

> ® ist rechtsexakt.
® ® ist rechtsexakt.
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Wir gehen zu den dualen Vektorraumen tiber und erhalten die Behauptung.
QED.
2.Beweis. Die Zusammensetzungen

X 3 sy PL x
X' B xy), (X, y) B X,
und
v 32 sy P2y

Y xy), X, y) ey,
sind identische Abbildungen. Dasselbe gilt also auch fur deren Differentiale, d.h. es gilt

(dp. )(x ) (dqi)x =1furi=1,2.
Wir erhalten kommutative Diagramme
d d
T X d T XxY TY & T XxY
X (x.y) y (x.y)
und (D
N dp) N dpy
T X TY
X y
Weiter sind die beiden folgenden Abbilddungen konstant.

x L xy P2,y

X, (g (X’»y)a (X ’ y ) g y,’
und

v 320 5oy PL x
y b Xy)X,y)p x,

Die erste faktorisiert sich uiber {y} C Y, die zweite iiber {x} C X. Die Differentiale

faktorisieren sich deshalb uber den Tangentialraum der einpunktigen Varietat, d.h. tiber
den trivialen Vektorraum, d.h. es gilt

(dp2-i)(x y)o(dqi)x =0furi=1,2.
Die Diagramme (1) bleiben deshalb ’kommutativ, wenn wir die Werte von (dqi)x um
Elemente aus dem Bild von (dq2-i)x abandern. Das bedeutet, die folgenden Diagramme

sind kommutativ.

T X®T 'Y i) T XxY T X®T Y i) T XxY
X y (X,y) X y (x,y)
7N\ ANHICS T @
T X TY
X y

Dabei sei q die Abbildung
GTXOTY —T XY, (v.w) > (dg)), (V) + (dgy) (V)
und . sei die Projektion auf den i-ten direkten Summanden. Sei r die Abbildung
r:'T XxY T X®T Y, w d w), (d w)).
) XY — YW B (@) ), (@py) (W)

Auf Grund der Kommutatmtat der beiden Diagramme (2) gilt dann
noroq—(dp) )q nlfur1—12

(X,y)

(x,y
Also ist
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req=1: T X®T Yi)T
X y (xy)
die identische Abbildung. Insbesonder gilt:
q ist injektiv und r ist surjektiv.
Es reicht zu zeigen, r ist injektiv. Sei

r
XY —->TX®T Y
X y

D € Ker(r).
Dann liegt D im Kern der beiden Koordinantenfunktionen von r, d.h. die

Zusammensetzung von D: k[ X]®k[Y] — k (x.y) mit den beiden natuirlichen
Abbildungen ’
k[X] — k[X]®K[Y], f » f®1, und k[Y] — k[X]®K[Y], g » 1®g,
ist Null, d.h.
D(f®1) =0 und D(1®g) = 0 fur f€k[X] und g&k[Y].
Dann ist aber
D(f®g) =D((f®1)+(1®g))
=fx)D(1®g) + g(x)D(f®1)
=0+0
=0
fur f € k[X] und g € k[Y]. Weil D eine k-lineare Abbildung ist, ist damit

D =0 auf k[X]®k[Y].
Wir haben gezeigt, r ist auch injektiv, also ein Isomorphismus.
QED.

4.1.9 Aufgabe 3: Tangentialvektoren und Dualzahlen

Seien X eine affine algebraische Varietit, x € X ein Punkt und
K[t] = K[TJ(T?)

die k-Algebra der Dualzahlen (T bezeichne die Restklasse von T). Zeigen Sie, es gibt
einen k-linearen Isomorphismus

T, — {9 EHom _\ (KIX], Klx) 19D - f(x) € ke fir fEK[X] }

Die Elemente der Menge rechts heiflen k[t]-wertige Punkte von X uiber dem Punkt x.

Beweis. Wir verwenden fur die Menge auf der rechten Seite die Bezeichnung
DHomk_ Alg(k[X], k[t])
Durch direktes Nachrechnen sieht man, daf} mit je zwei Elementen aus dieser Menge

auch deren Summe in dieser Menge liegt und mit jedem Element auch dessen k-
Vielfache. Mit anderne Worten,
DHomk_ Alg(k[X], k[t]) ist k-linearer Unterraum von Homk_ Alg(k[X], k[tD

Fur jeden k-Algebra-Homomorphismus aus dieser Menge, sagen wir
¢: k[X] — k[t] =k + ke,
sei D f das eindeutig bestimmte Element aus k mit

¢

oD =1(x) + D, f.

Weil ¢ als k-Algebra-Homomorphismus linear ist, ist auf diese Weise eine k-lineare
Abbildung

D : k[X k
o X] —

definiert. Weilter gilt fur f, g € k[X]

60
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d(f-g) =¢(H)-0(2)
={(x)+D q)(f)o"c)-(g(x)+D q)(g) 1) (Definition von D (1))
= f(x)g(x) + (f(X)°D¢(g)+g(X)'D¢(f))°T) (wegen v = 0)
also - weil 1 und T linear unabhéngig uiber k sind -
D q)(f'g) = 1()+D ()+g(x)*D ().
Wir haben gezeigt, D 0 ist eine k-Derivation mit Werten in kx’ d.h. die Abbildung
DHomk-Alg(k[X]’ k[t]) — TXX, (0SS D¢’ (1)

ist wohldefiniert. Direkt an der Definition von D b liest man ab, daf} die Abbildung k-

linear ist. Zum Beweis der Behauptung reicht es zu zeigen, daB} sie bijektiv ist. Zeigen
wir, es gibt eine Umkehrabbildung. Dazu betrachten wir die Abbildung

TXX — DHomk_ Alg(k[X]’ k[tD), v (f b f(X)+v(f)1). 2)
Die Abbildung (2) ist wohldefiniert.
Wir haben zu zeigen, fur jeden Tangentialvektor v: k[X] — kX liegt die Abbildung

ocV:k[X] —s k[tD), f » f > fX)+v(f)eT,
in DHom (k[X], k[T]). Fur f, g € k[X] gilt

k-Alg
ocV(f- g) = f(x)eg(x) + v(feg)et (Definition von ocV)
= f(x)eg(x) + f(x)*v(g)*T + g(x)*v(f)*t (v ist eine Derivation mit Wertn in kX)
= (F(X)+V(X)*T)*(2(X)+V(X)*T) (wegen 2 = 0)
=a (e a @)
Damit ist o, ein Ring-Homomorphismus. Aulerdem ist fur f,g € k[X] und c&k:
ocv(f+c- g) = f(x)+ceg(x) + v(f+ceg)et  (Definition von ocV)
=f(X) + ceg(x) + v(f)*T + c*v(g)*T (v ist k-linear)

= (fx)+v(f)+T) + c*(g(x) + v(g)*T)
= av(f) +cea (g).

Damit ist o, ein k-linearer Ring-Homomorphismus, also ein Homomorphismus von k-
Algebren. Nach Definition gilt fur jedes f € k[X]
av(f) -fx) =v()et Eket,
d.h. OLV liegt in DHomk_ Alg(k[X], k[T)).
Die Abbildung (2) ist invers zu (1).
Fur jeden Tangentialvektor v: k[X] — kX und jedes f € k[X] gilt

)

Da (f)et = aV(f) - f(x) (Definition von D
v

¢
= (f(x) + v(f)*1) - f(x) (Definiton von OLV)

= v(f)et.
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also Da (f) = v(f). Weil dies fur jedes f gilt, folgt

v
D =vfurjedesveT X 3)
a, X
Weiter gilt fur jedes g€ DHomk_ Alg(k[X], k[t]) und jedes f € k[X]
OLDq)(f) =f(x)+D ¢(f)-‘c (Definition von OLV)
=f(x) + (¢(f) - f(x)) (Definition von D ¢)
= ¢(D).
Weil dies fur jedes f € k[X] gilt, folgt
och) = ¢ fur jedes ¢pE DHomk_ Alg(k[X]’ k[T]). 4

Zusammen bedeuten (3) und (4), daB} die Abibldungen (1) und (2) zueinander invers
sind. Insbesondere ist (2) ein k-linearer [Isomorphismus.
QED.

4.1.9 Aufgabe 4 60

Seien Y eine algebraische Varietat, X C Y ein abgeschlossene Teilvarietat und
:XSY

die naturrliche Einbettung. Dann ist

do T X — Ty Y

injektiv fur jeden Punkt x € X.

Beweis. Die naturliche Einbettung ¢ induziert eine naturliche Surjektion der
Koordinatenringe

0*: K[Y] —» k[X], f 1> fl,.

X
Die Verpflanzung entlang ¢*,
. of vk
dq)X' Derk(k[XL kX) —_— Derk(k[YL kq)(X))’ D > D (q) )
ist deshalb injektiv, d.h. es gilt die Behauptung.
QED.
4.1.9 Aufgabe 5 60

Geben Sie die in 4.1.8 fehlenden Details an.
Beweis. Diese sind (hoffentlich ausreichend) im Beweis von 4.1.8 angegeben.
QED.
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